MACIERZE STOCHASTYCZNE

p; - prawdopodobigstwo przejcia od stanu i do stanu j w jednym (dowolnym) kroku

P = [p;]- macierz prawdopodobigistw przejsé (w jednym kroku),

Wiasndci macierzy prawdopodohistw przejé:

a) p; 20 b) suma kadego wiersza jest rowna 1.

Zauwamy tez, ze w macierzy tej nie nme istni€ kolumna ztaona z samych zer.

Kazda macierz spetnigpa warunki a), b) nazywammacierzg stochastycza.

Uwaga.
Macierz stochastyczna i rozktad zmiennej losowgpkreslaja pewien tséicuch Markowa.
Wiasnagci macierzy stochastycznych satemscisle zwigzane z wiasriziami taxcuchow

Markowa.

Wiasnosci macierzy stochastycznych.

Wiasnosé
Srednia arytmetyczna i iloczyn dwoch macierzy ststyeznych tego samego stopnia s

takze macierzami stochastycznymi.

Przyktfad.
05 0 05 1/3 1/3 1/3
P=/05 05 O PR={0 1 O
0 05 05 05 0 05

Sg macierzami stochastycznymi.

5/12 1/6 5/12
Ich srednia 025 075 O jest macierg stochastyczn
025 025 05



5/12 1/6 5/12
Ich iloczyn 1/6 2/3 1/6 jest macierg stochastyczn
025 05 025

A - dowolna macierz kwadratowa stopnia r.

Wielomianem charakterystycznymtej macierzy nazywamy wielomian
W(A) = def Al - A)
RoéwnanieW(A) = 0 nazywamyréwnaniem charakterystycznym Pierwiastki tego

réwnania tovartosci wtasnelub pierwiastki charakterystyczne tej macierzy.

NiechAq, ....,Ax - wartagci wkasne macierzy A o krotdciachay, ....,ax (k<r).

Wektorem wiasnym operatora f odpowiadgym wartgci wikasnejA nazywamy niezerowy

wektor v spetnigjcy warunek f(v) Av.

Wiasnosé:

) suma wartéci wkasnych (z krotngciami) jest rownagladowi macierzy tzn. sumie
elementow jej przedtnej.

1)) Macierz jest osobliwa wtedy i tylko wtedy gdy z¢est jej wartdcig wiasry

Przyktfad.
13
Macierz P=| 4 4 5 i
2 1| maréwnanie charakterystyczne
3 3
1 3
R B S
W(A) =de =N AN—=——=
221 12 12
3 3
. , . -5
I wartosci wtasne: A1 =1, A, :E'

Wiasndci macierzy stochastycznych:

a) Wartcicig wtasry kazdej macierzy stochastycznej jast 1 (oznaczamy; =1),



Dowdd.

Dodajemy wszystkie kolumny macier{\/” - A) do pierwszej kolumny, sumy wierszy s

rowne 1 wec po dodaniu wszystkie elementy pierwszej kolumpgosvneA - 1 i mazna g

wartas¢ wytaczye przed wyznacznik.

b) Moduty wszystkich wartéci wtasnych dowolnej macierzy stochastyczngsiejsze

od 1,

1
c) (tw. Dooba ) istnieje granicnhrrlﬁz P =A,

k=1

Macierz A ma whasng PA = AP = A = & (macierz idempotentna),

Klasyfikacja macierzy stochastycznych.

a;=1 a.:>1
i|>:l/]i |£1 Regularne rozktadalne
(tzn. nierozkiadalne i niecykliczn niecykliczne
El/]i‘ =1 nierozktadalne rozktadalne
cykliczne cykliczne

Tw. Frecheta (tw. Dooba dla macierzy nierozktadalngh)

Dla kazdej nierozktadalnej macierzy stochastycznej P egngranica

E
! _|&
|im12|Dk =E, E=

n—- oo n k=1

& &

Macierz E ma wiasrié PE = EP = E = £ i spetnia warunki a), b) definicji macierzy

(macierz ergodyczna

stochastycznej. Elementy macierzy Eze@my wyznacz§ z warunkow:

r

(P-Ne" =0, Zq =1, gdzie e=(g....., @)

i=1




Dla macierzy regularnych tw. Dooba ma pésta

Twierdzenie.

J&li macierz stochastyczna P jest regularna to egrgranica
: n —
imP" =E
n-oo !

gdzie E - macierz ergodyczna.
Stochastyczne macierze regularne charakteryzajwe twierdzenie ergodyczne:
Twierdzenie.

J&li macierz stochastyczna P jest regularna to egtrinka jej paga w ktdrej co najmniej

jedna kolumna ma wszystkie elementy dodatnie.

Przyktfad.
05 0 05
Macierz P=| 0 025 075 ma wartdci wkasne
05 05 O
A =1, 4, :_1+T\/1_7, A, =_l+§/ﬁ wigc jest macierzregularm.
Przyktfad.
0 0 05 05]
10 0 05 05
Macierz P= 05 056 0 O ma wartgci wkasne
105 05 0 O]

A =1,14,=-1, A, =0 okrotndci 2, wicc jest macierz cykliczm nierozktadalg.

Macierz ta ma wiasré

o = P gdyn nieparzyst
~|P?2 gdyn parzyste



Przyktfad.

1 l 0 0O
2 2
1 l 0 0O
2 2
Macierz P=10 0 0 0 ma wartdci wiasne
1 2
00 - =
3 3
0 0O l §
L 4 4]

A1 =10 krotndci 3, A, =0, A; = 1—12 , Wiec jest macierg niecykliczry rozktadaln.

Macierz stochastyczna rozktadalna (po ewentualnymegpawieniu wierszy i kolumn) ma
bloki diagonalne, ktdregsmacierzami stochastycznymi. Wast@ami wiasnymi macierzy Pys

wartasci wikasne poszczegolnych blokow. W tym przyktadzi¢rzy bloki diagonalne.

Przyktfad.
05 05 0 O
. 05 05 0 O ,
Macierz P= ma wartdci witasne
0O O 01
0O O 10

A1 =1 o krotndci 2, A, =0, A; =-1 , wigc jest macierz cykliczng rozktadaln.

Macierz przywiedIna.
Macierz kwadratow® stopnian nazywa sj przywiedIna, jesli przez odpowiednie

permutacje wierszy i kolumn nmpa przeksztat¢iP do postaci
B O
CcC D

W przeciwnym przypadku maciePznazywa si nieprzywiedina.

gdzie B, D g kwadratowe.

Macierz dodatnia jest nieprzywiedIna,
J&li macierz ma zerowy wiersz lub kolumaerow to jest przywiedIna.

Macierz diagonalna lub trGjkna jest przywiedlna.



Postat normalna macierzy stochastyczne,.

Post& normalna macierzy stochastyczRejtopnian to macierz

T, 0 00
0 T, 0 0
00 - T, 0

Otrzymana z P przez odpowiednie permutacje wierkpjumn, gdzie
T; to macierze stochastyczne i nieprzywiedIng,dl< n, g = krotné¢ wartcgci wtasnej 1.

S kwadratowa, niestochastyczna i nieprzywiedIndi [gEnieje).

Przyktfad.

Macierz

05 0 0 O05]
O 05 05 O
O 05 05 O

105 0 0 03]

ma wartdci wiasne A, =1 o krotndci 2, A, =0 o krotndci 2.
Jej posta normalna

05 05 0 O

05 05 0 O

0O O 05 05
0O O 05 05

05 0,5}

Ma dwie macierze stochastyczr =T, =
a dwie macierze stochastyczng =T, {0,5 05

Brak macierzy S i R.
Przyktfad.
Macierz

1 0 0 0]
1 0 0

05 05 0 O

0 0 05 05




ma wartdci wiasne A, =1 o krotndci 2, A, =0, A, = 05. Jest to macierz rozktadalna

niecykliczna.

Jej posta normalna jest taka jak P

1 0 0 0]
0 1 0 0
05 05 0 O

0 0 05 05]

Ma dwie macierze stochastyczrig =T, = [1]
05 05 0 O

R= , S=
0 O 05 05

ZADANIA

Zadanie 1.

Wyznacz wartéci wkasne i ich krotnéci dla macierzy

05 O 05
P=| 0 025 075
05 05 O

Do jakiej klasy nalgy ta macierz?

Zadanie 2.

Wyznacz wartéci wkasne i ich krotnéci dla macierzy

01 09 0 O
102 08 0 0
1o 0 01

0O 0 10

Do jakiej klasy nalgy ta macierz?

Zadanie 3.

Wyznacz wartéci wkasne i ich krotnéci dla macierzy



010
P=(1 0 O
001
Do jakiej klasy nalgy ta macierz?
: k
Czy istniejeLIToP ?
1S
Czyistniejel'r?o_zp ?
n== Nz
Zadanie 4.
Wyznacz wartéci wkasne i ich krotnéci dla macierzy
1/3 1/3 1/3
P=| 0 0 1
O 1 O

Do jakiej klasy nalgy ta macierz?

Czy istniejelim P*?

n-oo
n

Czy istniejelim lz Pk 2

e Nia

Zadanie 5.
Wyznacz wartéci wtasne i ich krotngci dla macierzy

02 01 07
P={0 0 1
O 1 O

Do jakiej klasy nalgy ta macierz?

Przedstaw macierz P w postaci normalne;.

L.Kowalski, 22.10.09



